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The Poincare duality theorem



Def. (cap product)

202 The definition of the cap product
Construction
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Thm. (fundamental identity)
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Thm. (Poincaré duality)
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Teh proof of the Poincare dnality theorem

Fropermap について反変関手性を持 つが、今回使 うのはKV” X に 関 する

HEC-vvk ) → H(X ,
X- K ) から誘導される He(ひ)→ Hi (× ) : 共変関手性 のみ

以下 M : R- ori . mfd .

より KPEM℃ 2 KEHn ( M, M
- KiR ): R-基本類 が定まる

。

KD : HP (M , M-KiR)→ Hu-p (M ) ; α∞ anzk

ひとつの R-ori . から
は KE L に 関 して 整合的 であり 、 colim において 定まっている R-fund.

なので 整合するる
D : HP (M )。

' Hn-p (M ) : duality homomorphism .

Prf .OEM に 関 する性質 「 D :HE(→ Hau- p( ⑦ は同型 」

Stepl . U ≡1R " :チャートで 成立
、

: {閉立方体 ≤31Rm は {K
}

IRで 共終より K = 閉立体:縮可のみ考えればよい 、

HP(IR^, (R̂ -) K ≡HP(IR̂ ,IR^- ) がa2 tは生元 より DK= … NZK は同型
Z VuV=

→ D : (1 Rn)→Ho( (R" ) は 同型 U UnvW= V

Step2 .UV,W = V のV で成立 するならにOVで成立、 驅
: { koL /k人 }は{ で 'z } で共終 より KOLのみ考えればよい
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∂ ( α~ 2kor ) = (dx) nZka
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Step3 .

開集合 の 全順序集合 {:} で成立 するならひ = Ui で成立
し

H q(U )in colimH q(u← H (U)qn

Λ

. ‰ i % て D

Ha (ひ) colim H(Ui)
玲

- colcolimkHE
(Vi,Vi-K

二 colimcolimHq( î ,i~ )K
KEV Oi2 K

EXC Cpt
二 colimH (0,0-) K =HE(0)

KEV
CPを

Step4 VEIR
”

: チャート 内 で 成立

。 ひ : 凸 なら V ≡ 1R があるので Step .
N

。 ひ = Ui (ε : 凸 ) ならひなっ切 : 凸より Step 2.

i= 1

∞

U = Ui (τ : 凸 ) なら 側τ} :全順序 より Step3立= 1

Step5 .任意 のVEM で 成立

Step3 と

Z 0rmより、性質をみたす最大 の 開集合VEOがある
。

stepl
xEUVならチャート xEW←Oを 取 ると 、 ひっ W 、

V^W (EW:チャートstep
4 ) で成立 し

Step 2 より VWW で成立
、 名

口



Cor. 1

Cor. 2

20 . 1 . Stafement of the theorem

D : H(M) ≈ Hn (M)

災1 みで 、 基本類
H (M) ≈ Ho (M)
儿 Ill comm .

§ ← 18 π

( S , z>= し

prf .
。 まず well-def .であること …rα= O(r >o ) なら 、 BEH- ”(M ) に対し r (αU β) =0 E☆≈α 0 β=0 .

。 Ex之 (ar、) = ね。 、Hp( M ) はfg .→ x施(H*( M )、 ) はforsion
univicoeff . O →Ex 之 (Hiy(M ) . π ) →H(M)→ Hom (Hp (µ) , a ) → 0

…

forsion free
.

→ =P = HP(M)/Tp
211

K
Ψ

ョ → (… .1.
0

, … ) =よ

Imα= 円なら d ( / *)=α より1 d 1= 1 . ie . aacHp (M ) ; <xa>= 1

a = PD (β ) =β zなら [ Buxz)=<α, β oz>= しより非退化- ロ

l -oria については以下が 分かる 、



Cor. 3

Cor. 4

prf .CW構造より加法群としてはOK

標準的 な 包含 ①PH→CP”によりCP”
は CP”

の

( 2n-、 ) ー 骨格なので

tqan CP9()や EPUH9( )

～

n= 1 CP≈
S よりOK.

凸 Ho * H " * Hpn
-4
* Hes * Hen

仮定 ( 1 ) <∞ λ
)α "*) Cor . lよりヨB εP-,

←

β <αβ , <>= 1

' αβ

β= dαa- c なら ↳ )乏 PD
(αβ ,->= d くα”、> 1

より 1 dに 1 , β:生知 Ho ≡ を
= さ α^

-
1

ン
α は ”

の

生成元、 コ
.

'

同様に (a- oriなので) IRP
'
YS

'
から始 めて



Construction. (Orientation cover)

Cor.

20
.
6 The onentation cover以下不連結 なcovering も許す

Miconn , -
n- ufd

.

① P : M→ M を 集合 としては

1 0 π = {c, α) / xtM ,
αε Hu (Mx) : 生成}

p (x,α ) =0 と 定める
。

② 《0 、 β 〉 ={x ) )x 門 .BioaocM,
β
EH 、( µz): Oでnfudid.

を 開基とした位相を 入 れる 、

③ 各 β : fandatU=εP -
' (o] =<O,β ) U<O-β ) か Po.tβ) :O ,β)照でより

(不連結 かもしれない ) 2 重ヒックであり 、Min -mf.

④ 代、β〉 上 で β を 選 べは ☆ : orientable

⑤ M の orientation eは section s : M→ のことであり、 存在するなら (ie _orieneなa ら)

M = S(M) 0 [-sM)より不連結、 逆は P1連結分が 1 重 つりでありM : orよりOK-

→ M : 連結 ⇒ M : notornenfable

□ : 始対象 より Hu (na ) → Ha (M ; R) があり
↓ ↓

≈Hu( Mcia )→Ha (Ma 'R ≡ R

- )ornentale⇒ R -onentable ⇒ -ornentable

いう立


